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МНОГОЗНАЧНЫЕ МОДЕЛИ ОБРАБОТКИ ИНФОРМАЦИИ 
 
к.т.н. В.П. Машталир  
(представил д.т.н., проф. О.Н. Фоменко) 
 
Приведена формализация точечно - множественных отображений, являющихся 
адекватной моделью обработки и интерпретации сигналов различной физиче-
ской природы. Исследованы основные свойства многозначных отображений.  
 
В концептуальном плане точечно - множественные отображения с боль-
шой степенью адекватности отражают целый ряд задач преобразований дан-
ных произвольной природы или их признаковых представлений. Особый ин-
терес вызывает интерпретация результатов обработки, когда, с одной сторо-
ны, многозначность усложняет трактовку, а с другой, может выступать в ка-
честве ее некоторой основы. Формализуем и исследуем основные свойства 
многозначных отображений. 
Пусть   – некоторое множество. Совокупность всех непустых подмно-
жеств множества   обозначим через   . Рассмотрим 1 , 2  – некоторые 
подмножества конечномерных пространств. Отображение   , переводящее 
каждую точку 1  в некоторое подмножество   множества  2 , 
является многозначным (точечно - множественным) отображением 1  в 2  
или отображением 1  в  2 , т.е.: 
 21:  ; 
   

 ,  1 .                                 (1) 
В общем случае под прообразом многозначного отображения   будем 
понимать множество  
    21 ,,:Dom  ,                  (2) 
а под подобразом – множество 
 


Dom
Im  .                                           (3) 
Любому точечно - множественному отображению   соответствует не-
которое опорное подмножество   прямого произведения 21   
     ,Dom:, ,  21  .        (4) 
Поставим отображению  21:   в соответствие отображение, 
которое будем называть транспонированным и обозначать  : 
 
 © к.т.н. В.П. Машталир, 1999 
 37 
 12: 
 , 
       :1 .                     (5) 
Кроме того, на множестве 21   введем двухзначный предикат   пред-
ставления точечно - множественного отображения  : 
 
 
 



 
 
 


 .,,0
;,,1
,                                         (6) 
Лемма 1. Для того, чтобы два многозначных отображения были равны-
ми, необходимо и достаточно совпадение их опорных множеств. 
Доказательство. Необходимо доказать: 
2121 
 . 
Докажем необходимость. Пусть 21   и   1,  , тогда из (4) 
следует 21 DomDom   и     21 , но это означает, что 
 
2
,  . Иначе говоря, 21   . В силу индексной симметрии ана-
логично доказывается обратное вложение 
21 
 . Значит, 
21 
 . 
Для доказательства достаточности предположим, что 
21 
  и 
1Dom  ,   1 . Тогда   21,    и 2Dom  ,    
  1 . Следовательно, 21 DomDom   и     21 . С учетом 
отмеченной выше индексной симметрии доказывается справедливость обрат-
ных включений, т.е. 21 DomDom   и     21 , откуда вытекает 
требуемое равенство 21  . Лемма доказана. 
Следствие. 
2121 
 . 
Предположим теперь, что  2121 :,  . 
Будем говорить, что отображение 1  вложено в 2 , и обозначать 
21   тогда и только тогда, когда 21   . 
Лемма 2. Вложение 21   имеет место, если и только если выполня-
ется условие     2121 иDomDom . 
Доказательство. Докажем необходимость. Пусть 21   и   – про-
извольный элемент из 1Dom  . Тогда    21  . Выберем произ-
вольный элемент    из  1 ; ясно, что   21,   . Но тогда из 
(4) имеем 2Dom   и    2 , иначе –     21 . 
Отметим факт, вытекающий из определения предиката и вложения: 
2121
  , и докажем обратное. Пусть имеет место утвержде-
ние леммы и   1,
1
  . Тогда   1,   , т.е. 1Dom  . С дру-
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гой стороны, из предположения справедливости утверждения естественным 
образом имеем 2Dom   и     21 , значит   1,2   . 
Отсюда находим 
21 
  и, следовательно, 21  . Лемма доказана. 
Лемма 3. Для произвольных точечно - множественных отображений 
 21:   и  21i :  , 2,1i   имеют место свойства: 
а)  ImDom  и  ImDom ; 
б) если 1  и 2 , то 21  ; 
в) если 21   и 12  , то 21  ; 
г)     ; 
д) отношения 21  , 
  21 , 



  21
и 

  21
эквивалентны. 
Доказательство. Справедливость свойства а) следует непосредственно 
из определений (2), (3). Свойство в) выполняется в силу того, что, если 
21   и 12  , то 21    и 12   , т.е. 21   . Из лем-
мы 1 окончательно получаем справедливость равенства 21  . 
По аналогии со случаем в) вследствие транзитивности вложений мно-
жеств   и i , 2,1i   имеет место свойство б). 
Для доказательства свойства г) учтем, что из свойства а) имеем 
   DomImDom  и    ImDomIm , т.е. области 
определения и области значений многозначных отображений   и    сов-
падают. Предположим теперь, что   , , тогда из (5) получим 
  Dom  и     , т.е.    , . Дальнейшее применение опе-
рации транспозиции приведет к тому, что   

)(
, , иначе говоря, 



)(
. Аналогично доказывается, что 


)(
, т.е. 

)(
 
и, тем самым,     . 
Остановимся на свойстве г). Пусть 21  . Для любого точечно - 
множественного отображения  21:   из определения предиката 
отображения следует справедливость равенства        ,, . 
Тогда из леммы 2 получаем цепочку: если 21  , то 21    и 



  21
, т.е.   21 . Но отсюда следует эквивалентность всех вклю-
чений свойства г). Лемма доказана. 
Доказанные леммы позволяют сформулировать следующую теорему. 
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Теорема 1. На множестве многозначных отображений включение 
21   индуцирует отношение частичного порядка. 
Доказательство. Для введенных отношений необходимо проверить вы-
полнение свойств рефлексивности, транзитивности и антисимметричности. 
Рефлексивность непосредственно вытекает из леммы 1. Транзитивность и 
антисимметричность доказаны в лемме 3 – соответственно свойства б) и в). 
Отношение частичного порядка при прелиминарной кластеризации [1-3] 
эталонных множеств для задач распознавания [4] позволяет существенно ре-
дуцировать область определения требуемых многозначных отображений за 
счет анализа нижнего конуса максимальных по включению отображений, 
продуцируемых методом, изложенным в [5-7], что в итоге существенно сни-
жает комбинаторную емкость задачи. 
Введем и изучим понятие произведения (суперпозиции) точечно - мно-
жественных отображений. Пусть  211 :   и  212 :     – 
два многозначных отображения, вообще говоря, с различными прообразами и 
образами. Определим точечно-множественное отображение 21    как 
   
 
  
 
2
1
21  ,                                         (7) 
где 1Dom  , 12 ImDom   . 
Если множества 2  и 1   имеют различную физическую природу или 
же не пересекаются, наконец, если  12 ImDom  , то очевидно, что 
соотношение (7) теряет всякий смысл. Будем устранять данную неопределен-
ность суперпозиции отображений приравниванием результату пустого мно-
жества, которое включим во все системы подмножеств. Как нетрудно заме-
тить, нетривиальное (не переводящее все значения в пустое множество) мно-
гозначное отображение существует тогда и только тогда, когда (рис. 1) 
1Dom ,  21 DomIm  . 
Остановимся теперь на свойствах введенной операции суперпозиции 
многозначных отображений. 
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Свойство 1. Опорное множество  2121     произведения 
точечно - множественных отображений 1  и 2  либо пустое множество, 
либо имеет вид 
      
2121
,,,:,        ,            (8) 
где 1Dom  , 12 ImDom   , 2Im  . 
Справедливость этого свойства очевидным образом следует из равенства 
(4) и определения суперпозиции. 
В случае бесконечности задания множеств прообразов введем понятие 
произведения предикатов. Допустим, два произвольных предиката 1  и 2  
определены на прямых произведениях 21   и 21
~~
  некоторых мно-
жеств 1 , 2 , 1
~
  и 2
~
  соответственно. Рассмотрим предикат 1  и зафик-
сируем 1 . Назовем сечением предиката 1  вдоль элемента 1  
подмножество  12S 


 множества 2 , т.е. 
    1,:S 1212   


. 
В этом случае под суперпозицией предикатов 1  и 2  многозначных 
отображений будем понимать предикат 21   , заданный на множе-
стве 21
~
  и определяемый соотношениями: 
 



  
 





случае.противномв
если
,0
;
~
,,SS,1
,
21
1
~
2 
           (9) 
Заметим, что из (9) следует: если для некоторой пары точек справедливо 
  1,   , то  12
~
 , т.к.   212S 


 и   121
~ ~
S 

. 
Нетрудно установить, что предикат произведения отображений равен 
произведению предикатов, т.е.  
2121 
  .                                         (10) 
Действительно,   1,
21
    , где 1 , 1
~
   тогда и только 
тогда, когда  
21
,   . Но отсюда из (8) имеем, что для некоторого 
элемента    справедливо следующее включение  
1
,    или 
  1,
1
  , иначе говоря,  12S 


  . Аналогично из (8) получаем 
 
2
,    , что равносильно   1,2    , т.е.  21
~
S 


  . Таким 
образом,       



 2
1
~
1
2 SS  . Тем самым, приходим к “истин-
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ности” суперпозиции предикатов     1,
21
    , что и соответству-
ет выполнению равенства (10). Значит, имеет место следующее свойство. 
Свойство 2. Для суперпозиции произвольных многозначных отображе-
ний 21 ,   справедливо 2121    . 
Нетрудно убедиться, что из данного свойства следует, что произведение 
многозначных отображений не коммутирует. 
Свойство 3. Операция суперпозиции точечно - множественных отобра-
жения некоммутативна. 
В то же время легко проверить, что введенная операция ассоциативна. 
Действительно, из (7) вытекает, что, с одной стороны, 
   
 
 
  
 
 
 
3
2
1
321

 , 
а с другой, 
   
   
 








 
   
3
21
321  .                (11) 
Правые части двух последних равенств совпадают, поскольку для неко-
торого элемента  , им принадлежащего, имеем одну и ту же кванторную 
интерпретацию:  

, для которого   

3  и  

, для которого 
   

2  и    1

. Тем самым, доказано следующее свойство. 
Свойство 4. Для произвольных точечно-множественных отображений 
справедливо равенство    321321   . 
Свойство 5. Пусть  211 :   и  212 :     – произволь-
ные многозначные отображения, тогда  
    2121  .                                      (12) 
Доказательство. При доказательстве свойства г) леммы 3 было уста-
новлено, что      ,, , т.е. 1  и 2    имеем 
 
       ,, 2121 
. 
Предположим, что 
 
  1,
21
   
, тогда   1,
21
    , а из 
(9) следует        

 2
1
1
2 SS  , другими словами, найдется элемент 
21 DomIm    , для которого 
        ,, 21  
или 
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        ,, 21 . 
Последние равенства означают, что  
     
 
  1
2
2
1 SS  . 
Учитывая теперь, что 12Im 
  и 12Im 
 , окончательно полу-
чим  112 
  . 
Нетрудно заметить, что приведенная последовательность равенств спра-
ведлива и в обратном порядке, следовательно, имеем 
  

1221


, 
откуда непосредственно вытекает равенство (12), что и требовалось. 
Свойство 6. Для произвольного точечно-множественного отображения 
 21:   справедливо включение  
  .                                               (13) 
Доказательство. Пусть для некоторых элементов 1  и 2 

 
имеет место равенство  
  1,  

. 
Тогда    

,  или   

. Используя (5), находим, если  

 
  , то    

. 
С другой стороны, применяя (11) к произведению   , получим: 
  
   
  








 
   
   
   
 
 
  








 
















 
   
   
 
22\
 
   
 
 
   








 
















 
   
   
 
\22\
. 
Таким образом, из включений   

 и    

 находим, что 
      . 
Тогда из леммы 2 окончательно получаем включение (13), что и требовалось 
доказать. 
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Подводя итог, следует отметить, что проведенный анализ обеспечи-
вает синтез многозначного теоретико - экспериментального инструмента-
рия, обеспечивающего широкий спектр возможностей исследования ин-
формационных свойств признаковых пространств или множеств сигналов 
в аспекте необходимости, достаточности и полноты характеристик эта-
лонных ансамблей. 
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